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Abstract
Ultradiscretization is a limiting procedure transforming a given di®erence equation into a
cellular automaton. In addition the cellular automaton constructed by this procedure preserves
the essential properties of the original equation, such as the structure of exact solutions. A
systematic approach to the construction of ultradiscrete analogues for di®erential systems was
presented by the author. This method is tailored to ¯rst-order di®erential equations and
reaction-di®usion systems. The discretizing method is applied to the Gray-Scott model. The
resulting ultradiscrete system gives a travelling pulse, a self-replication pattern and a Sierpinski
gasket pattern from appropriate initial data and parameters. The system is directly related to
the elementary cellular automaton Rule 90. A (2 + 1)D ultradiscrete Gray-Scott model that
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の離散化を考える．ここでは u > 0の解を考えることにし，f(u); g(u) ¸ 0とする．つま

































と変形して t = "n; x = ±jとおき，± =
p























= max (U; V )
のような操作を行うことになる．例えば，(2.2)の超離散化は
(2.4) M(U jn) = max
¡









M(U jn)¡ E;F (M(U jn))



























































+ uv2 ¡ bv(3.1b)
で与えられる．パルスの衝突や分裂現象が見られることから，反応拡散系においてよく研























































Figure 1. a = 0:01, b = 0:07, p = 5, q = 1,
" = 0:05のときの wjn の時空パターン
Figure 2. a = 0:02, b = 0:08, p = 5, q = 1,
" = 0:05のときの wjn の時空パターン
とできる．系 (3.4)に対して，t = "n; x = ±j とおき，± =
p
2D"としてから "! 0とす




次に，離散系 (3.4)に超離散化の手法を適用する．パラメータと従属変数 ", a, b, ujn,
wjn をそれぞれ





















U jn+1 = max
n




¡E; 2W jn+1; 0; A
´
;(3.6a)
W jn+1 = max
£







となる．以降W jn ¸ 0のときを考えることにし，さらに簡単のために E ! 1とすると
(3.6)は











W jn+1 = max
©







にすることができる．たとえば B ¸ 1とすると，¡U jn 2 f0; 1g, W jn 2 f0; 1gに制限でき
る．このときはパラメータの取り方で 5通りのセル・オートマトンになる．
タイプ I：A · ¡1; B = 1のときのルール表：
¡Mp(U jn);Mq(W jn) 1; 1 1; 0 0; 1 0; 0




Figure 3. A = ¡1, B = 1 かつ p = q = 1のときのW jn の時空パターン．左は 2ヵ所にだ
け 1を配した初期値，右はランダムな初期値．
タイプ II：0 · A · 1; B = 1のときのルール表：
¡Mp(U jn);Mq(W jn) 1; 1 1; 0 0; 1 0; 0
¡U jn+1;W jn+1 0; 0 0; 0 1; 1 0; 0
このとき U jn+1 = ¡W jn+1となるので，この関係を使ってW jn の単独の方程式とみること






n 111 110 101 100 011 010 001 000
W jn+1 0 1 0 1 1 0 1 0
と等価になる．したがって，Figure 4のような時空パターンが実現される．また拡散比を
p = 2; q = 1に変えると, このときはフラクタル図形は現れず，Figure 5のような定在型
自己複製パターンが観察される．幅 p = 2の 1の塊を配して時間発展させるとその塊が
増幅し，それが定在するのが確認できる．ランダムな初期値から始めると，幅 p = 2の
非可積分系の離散化と超離散化 91




Figure 5. A = 0, B = 1かつ p = 2, q = 1のときのW jn の時空パターン．左は 1ヵ所に幅
p = 2の 1の塊を配した初期値，右はランダムな初期値．
タイプ III：A ¸ 2; B = 1のときのルール表：
¡Mp(U jn);Mq(W jn) 1; 1 1; 0 0; 1 0; 0
¡U jn+1;W jn+1 0; 0 0; 0 0; 1 0; 0





タイプ IV：A · ¡1; B ¸ 2のときのルール表：
¡Mp(U jn);Mq(W jn) 1; 1 1; 0 0; 1 0; 0
¡U jn+1;W jn+1 1; 0 1; 0 0; 0 0; 0
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タイプ V：A ¸ 0; B ¸ 2のときのルール表：
¡Mp(U jn);Mq(W jn) 1; 1 1; 0 0; 1 0; 0
¡U jn+1;W jn+1 0; 0 0; 0 0; 0 0; 0
これは U jn+1 =W
j
n+1 = 0である．つまり，速やかに定常状態になる．
もし (3.7)において B ¸ L とすると，¡U jn 2 f0; 1; : : : ; LgかつW jn 2 f0; 1; : : : ; Lg
に制限できるので，U jnもW jn も L+ 1個の状態をもつセル・オートマトンになる．Lが
大きくなるに従い，ルールの種類も増加していくが，そのときの時空パターンは先の 5種
類に大別することができる．
タイプ I タイプ II タイプ III タイプ IV タイプ V
A · ¡1 0 · A · 2L¡ 1 A ¸ 2L A · ¡1 A ¸ 0
B = L B = L B = L B ¸ L+ 1 B ¸ L+ 1
たとえば，L = 2のとき，タイプ IIで p = q = 1のときは Figure 6のように「影付き」
のシェルピンスキー三角形が現れる．このときも，拡散比を変えて p = 2; q = 1とする
Figure 6. A = 3, B = 2かつ p = q = 1のときのW jn 2 f0; 1; 2gの時空パターン．左は
1ヵ所にだけ 2の塊を配した初期値，右はランダムな初期値．
と，Figure 7のような影の付いた定在型自己複製パターンが観察される．幅 p = 2の値
L = 2の塊を配して時間発展させると，その塊が増幅するが，その塊の間の値は 1とな
る．ランダムな初期値から始めると，やはり定在している部分と，振動している部分のい
ずれかで安定することがわかる．
なお，タイプ IIで A ¸ Lのときには，(3.7a)は
U jn+1 = ¡max
³
2W jn+1 ¡A; 0
´
と書けるので，この関係を使って (3.7b)からW jn のみの単独の式を得ることができ，
W jn+1 = max
£
2Mq(W jn)¡ L¡maxf¡2Mp(¡W jn)¡A; 0g; 0
¤
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+ uv2 ¡ bv(4.2)











































































n ) + b
(4.5b)
とできる．もし t = "n, x = ±j, y = ±k, ± = 2
p
D"と置いて， " ! 0の極限をとると，
(4.3a)と (4.3b)でそれぞれDu = p2D，Dw = q2Dとしたものが得られる．
次に，離散系 (4.5)に超離散化の手法を適用する．パラメータと従属変数 ", a, b, uj;kn ,
wj;kn をそれぞれ









Mp(U j;kn ) = max
¡





















U j;kn+1 = max
n




¡E; 2W j;kn+1; 0; A
´
;
W j;kn+1 = max
£
Mq(W j;kn )¡ E;Mp(U j;kn ) + max
©




¡max©¡E;Mp(U j;kn ); Bª
と書ける．以降W j;kn ¸ 0かつ E !1の場合を扱う．このとき系は
U j;kn+1 = max
n









W j;kn+1 = max
©
Mp(U j;kn ) + 2Mq(W
j;k
n ); B
ª¡max©Mp(U j;kn ); Bª(4.7b)
と書ける．系 (4.7)も空間 1次元の系と同じく，とり得る値を有限個に制限してセル・オー
トマトンにすることができる．例えばB ¸ 1とすると，¡U j;kn 2 f0; 1g, W j;kn 2 f0; 1gに
制限できる．このときも，パラメータA, Bの選び方で 5通りのセル・オートマトンが得
られる．パラメータの条件が A · ¡1; B = 1のときには，ルール表は
¡Mp(U j;kn );Mq(W j;kn ) 1; 1 1; 0 0; 1 0; 0
¡U j;kn+1;W j;kn+1 1; 0 1; 0 1; 1 0; 0
となる．このときは Figure 8のように「リング」が外側に拡がってがっていくのが観測
される．また，0 · A · 1; B = 1のときは，ルール表は
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n = 0 n = 1 n = 2 n = 3
n = 4 n = 5 n = 6 n = 7
n = 8 n = 9 n = 10 n = 11
Figure 8. 2£ 2の塊のある初期値から始めると，そこから「リング」が拡がる．
¡Mp(U j;kn );Mq(W j;kn ) 1; 1 1; 0 0; 1 0; 0
¡U j;kn+1;W j;kn+1 0; 0 0; 0 1; 1 0; 0
となる．拡散比が等しい p = q = 1のときは，Figure 9に見られるようにパターンはカオ














n = 0 n = 1 n = 2 n = 3
n = 4 n = 5 n = 6 n = 7
n = 8 n = 9 n = 10 n = 11
Figure 9. カオスパターン． 消滅と生成を複雑に繰り返しながら拡散していく．
n = 0 n = 1 n = 2 n = 3
n = 4 n = 5 n = 6 n = 7
n = 8 n = 9 n = 10 n = 11
































U jn+1 = max
©
Mp(U jn)¡ E;A; 2Mp(U jn) +Mq(V jn )
ª¡max (¡E;B; 0) ;
V jn+1 = max
n







U jn+1 = max
©
A; 2Mp(U jn) +Mq(V
j
n )
ª¡max (B; 0) ;(5.3a)
V jn+1 = B ¡ U jn+1(5.3b)
となるので，(5.3b)の関係を (5.3a)に代入して，U jn のみの式
U jn+1 = max
©
A; 2Mp(U jn) +Mq(¡U jn) +B
ª¡max (B; 0)
に単独化できる．パラメータが A = 0, B = ¡L < 0のときは
U jn+1 = max
©
0; 2Mp(U jn) +Mq(¡U jn)¡ L
ª
となり，U jn 2 f0; 1; : : : ; Lgに制限することができる．L = 1のとき，ルール表は
Mp(U jn);¡Mq(¡U jn) 1; 1 1; 0 0; 1 0; 0
U jn+1 0 1 0 0
となり，Gray-Scottセル・オートマトンのタイプ IIと等価になる．したがって p = q = 1
のときは ECA90と等価になることがわかる．Lを大きくすると Gray-Scottセル・オー
トマトンとは異なるものになる．L = 2で p = q = 1のときは Figure 11のように時間が
たつと値は 0か 2の 2値しかとらないようになり，このルールの U jn 2 f0; 2gへの制限は
L = 1のときのルールと等価であるため，その後は Figure 4のパターンと酷似する．こ
のときも，拡散比を変えて p = 1; q = 2とすると，Figure 12のような定在型自己複製パ
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Figure 11. L = 2かつ p = q = 1のときの U jn 2 f0; 1; 2gの時空パターン．左は 1ヵ所に
だけ L = 2の塊を配した初期値，右はランダムな初期値．
Figure 12. L = 2かつ p = 1; q = 2のときの U jn 2 f0; 1; 2gの時空パターン．左は 1ヵ所
にだけ L = 2の塊を配した初期値，右はランダムな初期値．

















[1] P. Gray, S. K. Scott: \Autocatalytic reactions in the isothermal, continuous stirred tank
reactor", Chem. Engrg. Sci. 38 (1983), 29{43.
[2] P. Gray, S. K. Scott: \Autocatalytic reactions in the isothermal, continuous stirred tank
reactor; Oscillations and instabilities in the system A+2B ! 3B, B ! C", Chem. Engrg.
Sci. 39 (1984), 1087{1097.
[3] P. Gray and S. K. Scott: \Sustained oscillations and other exotic patterns of behavior in
isothermal reactions", J. Phys. Chem. 89 (1985), 22{32.
[4] R. Hirota, K. Iwao, A. Ramani, D. Takahashi, B. Grammaticos and Y. Ohta: \From
integrability to chaos in a Lotka-Volterra cellular automaton", Phys. Lett. A 236 (1997),
39{44.
[5] W. Kunishima, A. Nishiyama, H. Tanaka and T. Tokihiro, \Di®erential equations can
create complex cellular automaton patterns", J. Phys. Soc. Jpn. 73 (2004), 2033{2036.
[6] K. Matsuya and T. Tokihiro: \Existence and non-existence of global solutions for a discrete
semilinear heat equation", Discrete Contin. Dyn. Syst. 31 (2011), 209{220.
[7] M. Murata: \Tropical discretization: ultradiscrete Fisher-KPP equation and ultradiscrete
Allen-Cahn equation", J. Di®erence Equ. Appl.
[8] M. Murata, J. Satsuma, A. Ramani and B. Grammaticos: \How to discretize di®erential
systems in a systematic way", J. Phys. A: Math. Theor. 43 (2010), 315203 (15pp).
[9] I. Prigogine, R. Lefever, \Symmetry Breaking Instabilities in Dissipative Systems. II", J.
Chem. Phys. 48 (1968), 1695{1700.
[10] D. Takahashi, A. Shida and M. Usami, \On the pattern formation mechanism of (2+1)D
max-plus models", J. Phys. A: Math. Gen. 34 (2001), 10715{10726.
[11] H. Tanaka, A. Nakajima, A. Nishiyama and T. Tokihiro, \Derivation of a Di®erential
Equation Exhibiting Replicative Time-Evolution Patterns by Inverse Ultra-Discretiza-
tion", J. Phys. Soc. Jpn. 78 (2009), 034002 (5pp).
[12] T. Tokihiro, D. Takahashi, J. Matsukidaira and J. Satsuma: \From soliton equations to
integrable cellular automata through a limiting procedure", Phys. Rev. Lett. 29 (1996),
3247{3250.
[13] R. Willox, B. Grammaticos, A. S. Carstea and A. Ramani: \Epidemic dynamics: discrete-
time and cellular automaton models", Phys. A 328 (2003), 13{22.
[14] S. Wolfram, \Twenty Problems in the Theory of Cellular Automata", Physica Scripta.
1985 (1985), 170{183.
